@ LA CONJECTURE DE COLLATZ @

Troisieme
CURIOSITE
MATHEMATIQUE
Premicre partie : expérimentation numérique
Voici un algorithme rédigé dans un langage par bloc :
1. Tester ce programme en partant du nombre 1 puis du nombre 10.
Ecrire ci-dessous la succession des nombres obtenus.
Choisir un nombre et attendre
1; =
Mettre Nombre ¥ a Réponse
10 ; Répéter indéfiniment
2. Recommencer en partant de 6,7,32etS8. Afficher  Nombre ~
Si.  Nombre v est pair
6 ;
Mettre Nombre v a Nombre v + 2
7
sinon
32 ;
? Mettre Nombre v & Nombre v x 3 + 1
58 ;

3. Quelle conjecture peut-on faire ?

Deuxi¢me partie : définitions et premiéres propriétés

Voici quelques définitions utiles pour aborder ce programme de calcul :

Vol : la suite des nombres entiers obtenus a partir d’un nombre de départ jusquan premier 1.
Durée de vol : nombre d’entiers dans un vol (on ne compte pas le nombre de départ).

Altitude maximale : le nombre le plus grand dans le vol d’un nombre.

Durée de vol en altitude : nombre d’entiers consécutifs dans le vol qui sont supérienr an nombre de départ.

Vol de durée record : un vol dont tous les vols de départ plus petit sont plus courts.

Vol d’altitude record : un vol qui atteint une altitude maximale supérieure a tous les vols dont le départ est inférieur.

Vol de durée en altitude record :  un vol dont la durée en altitude est supérieure a tous les vols dont le départ est inférieur.

4. Déterminer I'altitude maximale, la durée de vol et la durée de vol en altitude pour les nombres 1, 6, 7, 10, 32 et 58.
5. Dans le vol d’un nombre, le successeur d’un nombre impair peut-il étre impair ? Justifier la réponse.

6. Que peut-on dire du successeur d’'un nombre pair?

7.a. Que peut-on dire des vols de 8, 16, 32 ou 64?

7.b. Existe-t-il un nombre de départ dont la durée de vol vaut 2027?

Troisieme partie : des vols inquiétants!

8. Ecrire ci-dessous le vol des nombres indiqués :

15 ;

25 ;

27 ;



Quatri¢me partie : représentations graphiques

9. Représenter le vol des nombres 1, 6, 7, 10, 15, 25, 32 et 58 sur le graphique ci-dessous. En ordonnée se trouve les nombres obtenus.
Chaque pas se fait en abscisse.
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Cinqui¢me partie : et avec des nombres négatifs!

10. Tester ce programme en partant de -1, -6 puis —10.

-1,

-6 ;

-10 ;

11. Que se passe-t-il avec —17?

=17

Conclusion : la conjecture de Collatz ou conjecture de Syracuse

A la fin des années 1920, encore étudiant, Lothar Collatz, mathématicien allemand (1910-1990) s’intéressait aux itérations de fonctions
prenant des valeurs entieres : pour illustrer son propos, il inventa ce programme de calcul. Ce probleéme se répandit peu a peu parmi les
mathématiciens américains, en particulier a 'université de Syracuse pres de New-York. La communauté des mathématiciens a tellement été
occupé par cette question que certains ont prétendu qu’il sagissait d’'une manceuvre russe pour ralentir la recherche aux Etats-Unis.
On suppose que ce programme aboutit toujours 4 la valeur 1 pour tous les nombres entiers positifs. Aucune démonstration n’est connue a
ce jour. Cela reste une conjecture, on I'appelle la Conjecture de Collatz ou le plus souvent la Conjecture de Syracuse.
On a montré, en mars 2024, que cette conjecture est vraie pour tous les entiers inférieurs ou égaux a 1 909 238 011 628 938 592 256.
Le grand mathématicien hongrois Paul Erdds a déclaré que « les mathématiques ne sont pas encore prétes pour de tels problemes. ».
En 2020, le record de durée de vol était égal 2 2330 pour le nombre 133 930 216 361 634 727! Laltitude maximale est obtenue pour I'instant
par le nombre 1765 856 170 146 672 440 559 et est environ égale 4 3,942 x 1041,

Dictionnaire de (presque) tous les nombres entiers — Daniel Lignon



@ LA CONJECTURE DE COLLATZ — Correction @

CURIOSITE

MATHEMATIQUE

Premiére partie : expérimentation numérique
Voici un algorithme rédigé dans un langage par bloc :

1. Tester ce programme en partant du nombre 1 puis du nombre 10.
Ecrire ci-dessous la succession des nombres obtenus.

1;4;2;1;4;2;1;4;2;1

10; 5;16; 8; 4; 2; 1 P:}S
2. Recommencer en partant de 6, 7, 32 et 58.
Afficher Nombre ~

6;3;10;5;16;8; 4;2; 1 _ Nombre ~.est pair _
l ] ED
7522511 ; 345 17 ;52 ;265 13; 40;20; 10;5; 16; 8; 4; 2 ;1 g j

32,165 8545251 i J([E

58;29;88;44;22;11;34;17;52;26;13;40;20;10;5;16;8;4;2;1 =

3. Quelle conjecture peut-on faire ?

Il semble que chaque suite se termine par 4;2; 1

Deuxiéme partie : définitions et premiéres propriétés

Voici quelques définitions utiles pour aborder ce programme de calcul :

Vol : la suite des nombres entiers obtenus a partir d’'un nombre de départ jusquau premier 1.
Durée de vol : nombre d’entiers dans un vol (on ne compte pas le nombre de départ).

Altitude maximale : le nombre le plus grand dans le vol d’un nombre.

Durée de vol en altitude : nombre d’entiers consécutifs dans le vol qui sont supérieur au nombre de départ.

Vol de durée record : un vol dont tous les vols de départ plus petit sont plus courts.

Vol d’altitude record : un vol qui atteint une altitude maximale supérieure a tous les vols dont le départ est inférieur.

Vol de durée en altitude record :  un vol dont la durée en altitude est supérieure a tous les vols dont le départ est inférieur.

4. Déterminer l'altitude maximale, la durée de vol et la durée de vol en altitude pour les nombres 1, 6, 7, 10, 32 et 58.

1 — Durée de vol : 3 — Altitude maximale : 4 — Durée de vol en altitude : 2

10 — Durée de vol : 6 — Altitude maximale : 16 — Durée de vol en altitude : 1
6 — Durée de vol : 8§ — Altitude maximale : 16 — Durée de vol en altitude : 1

7 — Durée de vol : 16 — Altitude maximale : 52 — Durée de vol en altitude : 10
32 — Durée de vol : 5 — Altitude maximale : 16 — Durée de vol en altitude : 0
58 — Durée de vol : 19 — Altitude maximale : 52 — Durée de vol en altitude : 1

5. Dans le vol d’un nombre, le successeur d’'un nombre impair peut-il étre impair ? Justifier la réponse.

Non, il ne peut pas étre impair. En effet, quand on multiplie un nombre impair par 3, on obtient un nombre impair. Si on ajoute 1, il est
pair.

6. Que peut-on dire du successeur d’un nombre pair?
On ne peut rien en dire. Par exemple le successeur de 16 est 8. Alors que le successeur de 30 est 15.
7.a. Que peut-on dire des vols de 8, 16, 32 ou 64?

8;4;2;1
16;8;54;2;1



32;16;8;4;2;1
Ce sont des puissances de 2.

7.b. Existe-t-il un nombre de départ dont la durée de vol vaut 2027?

8 = 83 sa durée de vol est 3.
16 = 2% sa durée de vol est 4.
32 = 2% sa durée de vol est 5.

Le nombre 22927 3 une durée de vol de 2027. Ce nombre a au moins 600 chiffres!

Troisieme partie : des vols inquiétants!

8. Ecrire ci-dessous le vol des nombres indiqués :

15 ; 46 ; 23 ; 70 ; 35 ; 106 ; 53 ; 160 ; 80 ; 40 ; 20 ; 10 ; S ; 16 ; 8; 4; 2 ;1

25 ;76 ; 38 ; 19 ; 58 ; 29 ; 88 ; 44 ; 22 ; 11 ; 34 ; 17 ;52 ; 26 ; 13 ; 40 ; 20; 10; S ; 16; 8; 4; 2; 1
27 ;82541 ;1245 62 ;5 315 94 ; 47 5 142 5 71 5 214 5 107 ; 322 ; 161 ; 484 ; 242 ; 121 ; 364 ; 182 ; 91 ; 274 ; 137 ; 412
206 5 103 5 310 ; 155 ; 466 ; 233 ; 700 5 350 5 175 5 526 5 263 ; 790 ; 395 ; 1186 5 593 ; 1780 ; 890 ; 445 ; 1336 ; 668 ; 334
167 ; 502 5 251 ; 754 ; 377 ; 1132 ; 566 ; 283 ; 850 ; 425 ; 1276 5 638 ; 319 ; 958 ; 479 ; 1438 ; 719 ; 2158 ; 1079 ; 3238
1619 ; 4858 ; 2429 ; 7288 ; 3644 ; 1822 ; 911 ; 2734 ; 1367 ; 4102 ; 2051 ; 6154 ; 3077 ; 9232 ; 4616 ; 2308 ; 1154 ; S77
1732 5 866 ; 433 ; 1300 ; 650 ; 325 ; 976 ; 488 5 244 ; 122 ; 61 ; 184 ; 92 ; 46 ; 23 ; 70 ; 35; 106 ; 53 ; 160 ; 80 ; 40
20; 10 ; 5S; 165 8; 4; 25 1

Durée de vol : 111 — Altitude maximale : 9232 — Vol en altitude : 103

Quatri¢me partie : représentations graphiques

9. Représenter le vol des nombres 1, 6, 7, 10, 15, 25, 32 et 58 sur le graphique ci-dessous. En ordonnée se trouve les nombres obtenus.
Chaque pas se fait en abscisse.
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Cinqui¢me partie : et avec des nombres négatifs!

10. Tester ce programme en partant de —1, —6 puis —10.

-10; -5; -14; -7; -20; -10; -5 ; —14

11. Que se passe-t-il avec —17?

—-17; -50; -25; =74 ; =37 ; =110 ; =55 ; —164 ; —82 ; —41 ; —122 ; —61 ; —182 ; —91 ; —272 ; —136 ; —68 ; —34 ; —17
Conclusion : la conjecture de Collatz ou conjecture de Syracuse

A la fin des années 1920, encore étudiant, Lothar Collatz, mathématicien allemand (1910-1990) s’intéressait aux itérations de fonctions
prenant des valeurs enticres : pour illustrer son propos, il inventa ce programme de calcul. Ce probléme se répandit peu a peu parmi les
mathématiciens américains, en particulier a 'université de Syracuse pres de New-York. La communauté des mathématiciens a tellement été
occupé par cette question que certains ont prétendu qu’il s'agissait d’une manceuvre russe pour ralentir la recherche aux Etats-Unis.
On suppose que ce programme aboutit toujours a la valeur 1 pour tous les nombres entiers positifs. Aucune démonstration n’est connue a
ce jour. Cela reste une conjecture, on I'appelle la Conjecture de Collatz ou le plus souvent la Conjecture de Syracuse.
On a montré, en mars 2024, que cette conjecture est vraie pour tous les entiers inférieurs ou égauxa 1909238 011 628 938 592 256.
Le grand mathématicien hongrois Paul Erdés a déclaré que « les mathématiques ne sont pas encore prétes pour de tels problemes. ».
En 2020, le record de durée de vol était égal 2 2330 pour le nombre 133 930 216 361 634 727! Laltitude maximale est obtenue pour I'instant
par le nombre 1765 856 170 146 672 440 559 et est environ égale 2 3,942 x 10%1.

Dictionnaire de (presque) tous les nombres entiers — Daniel Lignon
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