@ LE THEOREME DE P1cK @

SIXIEME

CULTURE

GEORGES ALEXANDER PICK (1859 - 1942)

Georg Alexander Pick (10 aofit 1859 — 26 juillet 1942) était un mathématicien autrichien, qui a donné son nom au théo-
reme de Pick. En 1899, Georg Alexander Pick prouve son fameux théoreme portant sur laire d’un polygone simple dont
ensemble des sommets sont situés sur le réseau des points 2 coordonnées entiéres. Apres annexion de la Pologne par I'Al-
lemagne, Pick senfuit en Tchécoslovaquie mais il est déporté par les nazis au début de I'année 1942. Il meurt au cours de
cette-méme année dans le camp de concentration de Theresienstadt. Ce n’est que vingt-sept ans plus tard, en 1969, que le

mathématicien polonais Hugo Steinhaus redécouvre le théoréme de Pick et le rend célebre.

DANS UN QUADRILLAGE 3X3
Sur un quadrillage pointé de trois colonnes et trois lignes on peut tracer exactement quatre rectangles tous différents.

1. Tracez ces quatre rectangles dans les cases ci-dessous.

2. Un carré est un rectangle particulier. Deux rectangles sont différents quand ils ne sont pas superposables!
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On souhaite mesurer le périmetre et Iaire de chacune des figures obtenues. On utilise pour cela les unités de
. ua
mesures ci-contre.
°
2. Avecl'unité de longueur ul il n’est pas possible de mesurer la longueur d’un segment en diagonal 4 Iaide
d’un nombre décimal! Dans cette situation on ne calcule pas le périmetre de la figure. ul
— o °

2. Compléter le tableau suivant :

érimétre en u ire en ua ombre de points a 'intérieur ombre de points sur le contour
Périmet 1| A Nombre de points a I'int Nombre de points sur le cont
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DANS UN QUADRILLAGE 4X4
Sur un quadrillage pointé de quatre colonnes et quatre lignes on peut tracer exactement neuf rectangles tous différents.

3. Tracez ces neuf rectangles dans les cases ci-dessous.
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4. Compléter le tableau suivant :

Périmetre enul | Aireenua | Nombre de points a 'intérieur | Nombre de points sur le contour

Figure n° 1

Figure n° 2

Figure n° 3

Figure n° 4
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Alexander Pick a découvert en 1899, qu'’il était possible de calculer Iaire d’une figure polygonale tracée du papier pointé, en comptant le
nombre de points sur le contour et le nombre de points a 'intérieur du polygone.

Quelle conjecture peut-on faire, en observant le tableau précédent, sur la relation entre le nombre de points intérieur, le nombre
de points sur le contour et l'aire de chaque figure?

Ecrit ici ta conjecture :

THEOREME DE P1CcK
1899 Dessine ci-dessous une figure polygonale de ton choix sur le papier pointé.
Calcule aire de cette figure en utilisant la méthode habituelle.
o ) Vérifie ensuite avec le théoréme de Pick.
nnote:
— C le nombre de points sur le contour; e o o o o o o o
— I le nombre de points a I'intérieur; A= e o o o o o o o
— A l'aire du polygone. ® o o o o o o o
C=
e © o o o o o o
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@ LE THEOREME DE PICK — Correction @

CULTURE
DANS UN QUADRILLAGE 3X3

Sur un quadrillage pointé de trois colonnes et trois lignes on peut tracer exactement quatre rectangles tous différents.

1. Tracez ces quatre rectangles dans les cases ci-dessous.

2. Un carré est un rectangle particulier. Deux rectangles sont différents quand ils ne sont pas superposables!
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On a obtenu quatre rectangles dont trois carrés. On ne pourra pas estimer le périmetre de la derniére figure, les cotés de ce carré sont les
diagonales du quadrillage. Cette derniére longueur n’est pas un nombre entier, ni méme une fraction. Cette diagonale mesure environ
1,41 ul, exactement v/2 ul, ce qu’un éléve de quatriéme est capable de comprendre.

2. Compléter le tableau suivant :

Périmetre enul | Aireenua | Nombre de points a 'intérieur | Nombre de points sur le contour
Figure n° 1 4 1 0 4
Figure n° 2 8 4 1 8
Figure n° 3 6 2 0 6
Figure n° 4 X 2 1 4

Pour la Figure n° 4, on peut déterminer l’aire en effectuant le découpage ci-contre
Chacun des quatre petits triangles rectangles correspond a la moitié d’un carré unité.

La Figure n° 4 a donc une aire de deux unités.
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DANS UN QUADRILLAGE 4X4 Figure n® 4
Sur un quadrillage pointé de quatre colonnes et quatre lignes on peut tracer exactement neuf rectangles tous différents.

3. Tracez ces neuf rectangles dans les cases ci-dessous.
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Il s’agit des quatre figures précédentes!
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4. Compléter le tableau suivant :

Périmetre enul | Aireenua | Nombre de points a 'intérieur | Nombre de points sur le contour
Figure n° 1 4 1 0
Figure n° 2 8 4 1
Figure n° 3 6 2 0
Figure n° 4 X 2 1
Figure n® 5 12 9 4
Figure n° 6 8 3 0
Figure n°7 10 6 2
Figure n° 8 X 4 2
Figure n® 9 X 5 4

Pour la figure suivante, on peut utiliser la méme méthode que la Figure n° 4. Sa surface vaut exactement

le double de la Figure n° 4.

Pour la figure suivante, on peut utiliser un découpage comme ci-apres.

On voit un carré central et quatre demi rectangle de longueur deux unités et de largeur une unité.

Figure n® 9

Figure n° 9




On peut tenter de nombreuses conjectures et vérifier sur les neuf figures précédentes leur réalité.

Notons A laire, C le nombre de points sur le contour et I le nombre de point intérieur.

Conjecturen®1: A=C-3+1
Elle est vraie pour :

— LaFiguren°1:A=4-3+0=1;
— LaFiguren°4:A=4-3+1=2;

Elle est fausse pour les sept autres cas!

Conjecturen®2: A=C+2-1
Elle est vraie pour :
— LaFiguren°1:A=2-1=1;
— LaFiguren°3:A=3-1=2;
— LaFiguren°6:A=4-1=3;

Elle est fausse pour les six autres cas!

Conjecturen®1: A=C+2-1+1

Elle est vraie pour :
— LaFiguren°1:A=2-1+0=1;
— LaFiguren°2:A=4-1+1=4;
— LaFiguren°3:A=3-1+0=2;
— LaFiguren°4:A=2-1+1=2;
— LaFiguren°S:A=6-1+4=9;
— LaFiguren°6:A=4-1+0=3;
— LaFiguren°7:A=5-1+2=6;
— LaFiguren°8:A=3-1+2=4;
— LaFiguren°9:A=2-1+4=5;

Elle est vraie pour toutes les figures fournies. Cela ne démontre pas notre conjecture, cela la confirme un peu!

Alexander Pick a démontré que cette conjecture est vraie. La démonstration dépasse largement la cadre du college. Voici quelques idées de
cette démonstration :

— On démontre que cela est vrai pour tous les rectangles ayant des cotés « verticaux »ou « horizontaux ».

— Le nombre de points sur le contour est égal au périmetre du rectangle, soit le double de la somme de la largeur et de la longeur;
— la moitié du nombre de points sur le contour est donc égal a la somme de la largeur et de la longueur;
— le nombre de points intérieurs est égal au produit de la longueur diminuée d’une unité par la largeur diminuée d’une unité;

— en notant L lalongueur, [ la largeur et A I'aire du rectangle,
onobtient: (L—-1)x (I-1)=Lx[-L-L+1=A-(l+L)+1;

— ainsi, si on ajoute le nombre de points sur le contour, L+ [ et qu’on retire 1, on obtient le résultat attendu.
— on en déduit la méme égalité pour tous les triangles;

— on commence par des triangles rectangles dont les cotés sont « verticaux »et « horizontaux »;
— on montre que deux tels triangles forment un rectangle et on utilise le résultat précédent;

— dans les autres cas on obtient un parallelogramme, puis un rectange...
— on termine la démonstration par récurrence sur le nombre de points sur le contour.

— la propriété est vraie pour les triangles;
— sielle est vraie pour le polygone quelconque;
— elle est vraie pour ce polygone auquel on ajoute un triangle quelconque;

— tout polygone peut se construire de cette maniére.



THEOREME DE Pick
1899

On note:

— C le nombre de points sur le contour;
— I 1enombre de points a 'intérieur;

— A l'aire du polygone.

A=C+2+1-1

Dessine ci-dessous une figure polygonale de ton choix sur le papier pointé.
Calcule I'aire de cette figure en utilisant la méthode habituelle.
Vérifie ensuite avec le théoréme de Pick.

A=17,5

o o—0 9 o o o o
C=21 o ¢ o o o o o o
I1=7 e o o o o o o o
A=21+2+7-1 * 1
A=11,5+7—1 e O o o o o o o
A=17,5

Pour calculer avec la méthode classique, l’aire de ce polygone
« canardesque », on peut utiliser le découpage suivant :
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