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Les textes écrit en violet sont destinés à l’enseignant, ils ne font pas partie de ce qu’on appelle la trace écrite.
Les démonstrations sont aussi en violet, elles sont le plus souvent présentée à l’oral.

I — Le théorème de Pythagore

$ Définition 2.1 : Vocabulaire du triangles rectangle

Un triangle ayant un angle droit est un triangle rectangle .
Les deux côtés perpendiculaires d’un triangle rectangle sont les côtés de l’angle droit . Le côté restant est l’hypoténuse du triangle
rectangle. C’est le côté opposé à l’angle droit.

1 Propriété 2.1 : Hypoténuse Admise

Si un triangle est rectangle alors son plus grand côté est l’hypoténuse. 21

7 Démonstration :

Montrons que l’hypoténuse d’un triangle rectangle est le plus long côté.
Soit ABC un triangle rectangle en A etO le milieu de l’hypoténuse [BC ].
On place D le symétrique du point A par rapport au pointO.
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Les diagonales du quadrilatère ABDC se coupent en leur milieuO donc ABC D est un parallélogramme.
De plus ABDC est un parallélogramme ayant un angle droit, il s’agit donc d’un rectangle.
On sait que dans un rectangle les diagonales ont la même longueur, elles ont le même milieuO.
AinsiO A =OB =OC =OD

Dans le triangleOB A l’inégalité triangulaire affirme que AB 6 AO +OB or AO =OC d’où AB 6OB +OC . CommeOB +OC = BC on a AB 6BC

Demême dans le triangleOC A on prouve que AC 6BC .
Le segment [BC ] est bien le plus grand côté du triangle ABC rectangle en A
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2 Théorème 2.1 : Le théorème de Pythagore Admis

Si un triangle est rectangle alors la somme des carrés desmesures des côtés de l’angle droit est égale au carré de lamesure de l’hypoténuse.
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Si ABC est un triangle rectangle en A alors AB 2 + AC 2 = BC 2 (Égalité de Pythagore )

7 Démonstration :

Les carrés dans l’égalité de Pythagore correspondent aux aires des carrés construits sur les côtés du triangle rectangle. Les démonstrations proposées ici
visent donc à montrer que la somme des aires des deux petits carrés est égale à l’aire du plus grand.

Voici la démonstration que l’on trouve dans les Éléments d’Euclide.
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Dans le triangle ABD , l’angle �DB A = 90◦+ �C B A.
Dans le triangle BC F , l’angle �C BF = 90◦+ �C B A.
Ainsi �DB A = �C BF . De plus F B = AB et BC = BD .
Les trianglesC BF et ABD ont deux angles égaux dont les côtés ont la même longueur. Les triangles ABD etC BF sont donc superposables.
On arrive enfin à Ai r e(ABD) = Ai r e(C BF ).

Par le même raisonnement au fait que les triangles BC I et AC E sont aussi superposables.
De même Ai r e(BC I ) = Ai r e(AC E)

Le triangle F BC a pour base le segment [F B ] et sa hauteur mesure la longueur AB puisque ABFG est un carré.
Ainsi l’aire du triangle F BC vaut F B × AB ÷2 soit la moitié de l’aire du carré ABFG .
Par le même raisonnement on prouve que l’aire du triangle BC I vaut la moitié de l’aire du carré AC I H

Le triangle ABD a pour base le segment [BD] et sa hauteur mesure la longueur B J puisque BDK J est un rectangle.
Ainsi l’aire du triangle ABD vaut la moitié de celle du rectangle BDK J .
De même l’aire du triangle AC E vaut la moitié de celle du rectangleC EK J .

Finalement l’aire du carré ABFG vaut le double de celle du triangle F BC donc le double de celle du triangle ABD soit l’aire du rectangle BDK J .
De même l’aire du carré AC I H est égale à celle du rectangleC EK J .
On arrive enfin au fait que la somme des aires des petits carrés est égale à l’aire du plus grand.

Démonstration par soustraction d’aires égales
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On constate l’égalité suivante entre les aires :

A+B=C
Pour justifier la construction il peut être utile de faire la remarque suivante :
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Les triangles rectangles ABC et BDE sont superposables. Les angles �ABC et �BED sont donc égaux, il en est de même des angles �AC B et �EBD .
On sait que dans un triangle rectangles, les angles aigus sont complémentaires, c’est-à-dire que �ABC + �AC B = 90◦.
On en déduit que �ABC + �DBE = 90◦. Comme �ABD est plat, on arrive au fait que �C BE est droit.
Cela justifie le fait que l’existence du carré de le seconde figure !

Démonstration de Périgal en 1917
Voir en annexe !
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Remarque :
72 = 7×7︸︷︷︸

2 fois

= 49. À ne pas confondre avec 7×2 = 7+7︸︷︷︸
2 fois

= 14

II — Application du théorème de Pythagore et racine carrée

Calcul de l’hypoténuse connaissant les deux côtés de l’angle droit :
On étudie le triangleG HT rectangle en H tel que HG = 4 cm et HT = 3 cm. On trace ce triangle et on constate en mesurant queGT ≈ 5 cm
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Dans le triangleG HT rectangle en H , d’après le théorème de Pythagore on a :

HG2 +HT 2 =GT 2

42 +32 =GT 2

GT 2 = 16+9

GT 2 = 25

GT est donc un nombre dont le carré est 25,GT = 5 car 52 = 25

L’hypoténuse [GT ] mesure 5 cm.22

Calcul d’un côté de l’angle droit connaissant l’hypoténuse et un autre côté :
On étudie le triangleQMK rectangle enQ tel queQM = 12 cm et MK = 13 cm. On mesure et on constate queQK ≈ 5 cm.
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Dans le triangleQMK rectangle enQ , d’après le théorème de Pythagore on a :

QM 2 +QK 2 = MK 2

122 +QK 2 = 132

144+QK 2 = 169

QK 2 = 169−144

QK 2 = 25

QK est donc un nombre dont le carré est 25,QK = 5

Calcul d’un côté dont la mesure au carré ne soit pas un carré parfait :
On étudie le triangle R AK rectangle en K tel que K R = 4,95 cm et K A = 6,6 cm. Calculons la mesure du côté [AR].
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Dans le triangle R AK rectangle en K , d’après le théorème de Pythagore on a :

K A2 +K R2 = AR2

6,62 +4,952 = AR2

AR2 = 43,56+24,5025

AR2 = 68,0625

On ne connait pas immédiatement un nombre dont le carré vaut exactement 68,0625.
Notons x ce nombre.
Comme 82 = 64 < 68,0625 < 81 = 92 on en déduit que 8 < x < 9.23

En utilisant la calculatrice on trouve que 8,22 = 67,24 < 68,0625 < 68,89 = 8,32 et donc que 8,2 < x < 8,3.
On constate alors que 8,252 = 68,0625.
Finalement AR = 8,25 cm.

1 Propriété 2.2 : La racine carrée Admise

Pour tout nombre positif a, il existe un unique nombre positif dont le carré vaut exactement le nombre a.
Ce nombre s’appelle la racine carrée de a et se note

p
a.

Par définition
(p

a
)2 =p

a ×p
a = a

Exemples :
p

0 = 0 et
p

1 = 1.p
49 = 7 car 72 = 49.

La plupart des racines carrées ne sont pas des nombres décimaux, ni même des nombres rationnels.p
2 ≈ 1,41421 et

p
2×p

2 = 2

Méthode 2 . 1 : Calculer la mesure du côté d’un triangle rectangle
Pour utiliser le théorème de Pythagore il faut connaître la mesure de deux côtés et vouloir calculer la mesure du troisième.

— Nommer le triangle rectangle et bien repérer l’angle droit ;
— invoquer le théorème de Pythagore et écrire l’égalité en veillant à l’angle droit ;
— si on cherche la mesure de l’hypoténuse, on effectue la somme des carrés des deux autres côtés ;
— si on cherche la mesure d’un autre côté, on fait la différence du carré de l’hypoténuse et de l’autre côté ;
— une fois le carré obtenu il suffit de calculer la racine carrée pour obtenir la mesure.



III — La réciproque du théorème de Pythagore

2 Théorème 2.2 : Contraposée du théorème de Pythagore (Admis)

Si dans un triangle l’égalité de Pythagore n’est pas vérifiée alors ce triangle n’est pas rectangle.

7 Démonstration :

C’est une conséquence de la logique des propositions.
Prenons un exemple simple :
Propriété : Si nous sommes le 25 décembre alors je ne vais pas à l’école.
La propriété contraposée est : Si je vais à l’école alors nous ne sommes pas le 25 décembre.
On comprend que quand une propriété est vraie alors la propriété contraposée est également vraie.
Dans le cas du théorème de Pythagore, si l’égalité de Pythagore n’est pas vérifiée alors le triangle n’est pas rectangle car s’il était rectangle l’égalité serait
vérifiée !
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Exemple :
Un triangle T Y P est tel que T Y = 33 mm, T P = 56 mm et Y P = 66 mm

En dessinant ce triangle, il semble rectangle.
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Vérifions : comparons T Y 2 +T P 2 et Y P 2

T Y 2 +T P 2 = 332 +562

T Y 2 +T P 2 = 1089+3136

T Y 2 +T P 2 = 4225

Y P 2 = 662

Y P 2 = 4356

Ainsi T Y 2 +T P 2 6= Y P 2

D’après le théorème contraposé de Pythagore, le triangle T Y P n’est pas rectangle.

2 Théorème 2.3 : Réciproque du théorème de Pythagore (Admis)

Si dans un triangle l’égalité de Pythagore est vérifiée alors ce triangle est rectangle.

7 Démonstration :

aCe théorème, contrairement au théorème contraposé, demande une démonstration.
Soit ABC un triangle à priori quelconque vérifiant l’égalité de Pythagore, par exemple AB 2 + AC 2 = BC 2 ce qui suppose que BC est le plus long côté.
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Plaçons de l’autre côté du segment [BC ] un pointD tel queBC D soit rectangle enD etBD = AC . (Cela revient à tracer un triangle rectangle connaissant
la mesure de l’hypoténuse et un côté de l’angle droit).
Comme BC D est rectangle en D , d’après le théorème de Pythagore on a :
DB 2 +DC 2 = BC 2

Or BD = AC et AB 2 + AC 2 = BC 2 d’où AC 2 +DC 2 = AB 2 + AC 2 c’est-à-dire DC 2 = AB 2 donc DC = AB (ce sont des longueurs !).
Le quadrilatère ABDC a donc ses côtés opposés AB et DC de même longueur, ainsi que les côtés opposés BD et AC

On sait que Si un quadrilatère non croisé a ses côtés opposés de même longueur deux à deux alors c’est un parallélogramme.
On en déduit que ABDC est un parallélogramme.
De plus ce parallélogramme a un angle droit en D .
On sait que Si un parallélogramme a un angle droit alors c’est un rectangle.
Finalement ABDC est un rectangle, ce qui prouve que ABC est un triangle rectangle en A.
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Exemple :
POI un triangle tel que : PO = 97 mm, PI = 72 mm etOI = 65 mm.
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Ce triangle est-il rectangle?

Comme PO est le plus long côté, comparons PO2 et I P 2 + IO2

PO2 = 972

PO2 = 9409

I P 2 + IO2 = 722 +652

I P 2 + IO2 = 5184+4225

I P 2 + IO2 = 9409

Ainsi I P 2 + IO2 = PO2, d’après la réciproque du théorème de Pythagore, le triangle POI est rectangle en P .

Méthode 2 . 2 : Déterminer si un triangle est rectangle
Étant données les trois mesures des côtés d’un triangle :

— Déterminer le plus grand côté (il est candidat pour être l’hypoténuse) ;

— calculer le carré de la mesure du plus grand côté ;

— calculer la somme des carrés des mesures des deux plus petits côtés ;

— vérifier si les deux calculs précédents sont égaux ou non :

— si les deux calculs sont exactement égaux, l’égalité de Pythagore est vérifiée, la réciproque du théorème de Pythagore affirme que le triangle
est rectangle ;

— si les deux calculs ne sont pas égaux, l’égalité de Pythagore n’est pas vérifiée, la contraposée du théorème de Pythagore affirme que le
triangle n’est pas rectangle.
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