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I — Le théor¢me de Thalés — Version triangle

'» THEOREME 3.1 : Théoréme de Thalés

Si dans un triangle ABC une droite paralléle 4 (BC) coupe [AB] en M et [AC] en N
alors les mesures des triangles ABC et AM N sont proportionnelles, c’est-a-dire :
AM AN _MN
AB  AC BC

Démonstration :
Voici un premiere démonstration :

En observant les triangles MNB et MNNC on constate qu’ils ont une base commune, le segment [MN]. Par rapport a cette base ils ont la
méme hauteur puisque les droites (M N) et (BC) sont paralleles. On en déduit qu’ils ont la méme aire.
AirelMNB) = Aire(MNC)

. . . Aire(AMN) AM
Aire(AMN) = AM x h; et Aire(ABN) = AB x hy ainsi — =
Aire(ABNYs AB




Aire(AMN) _ AN

Aire(AMN) = AN x hy et Aire(ACM) = AC x hy ainsi ——— = —
Aire(ACM) AC

On constate que Aire(ABN) = Aire(AMN) + Aire(M N B) et que Aire(ACM) = Aire(AMN) + &/ )V](MNC)
Comme Aire(M N B) = Aire(M NC) on prouve ainsi que Aire(ABN) = Aire(ACM)

, AM AN
Finalement — = —
AB AC

gy reo i s . MN

Reste a démontrer Iégalité avec le troisieme quotient BC

Considérons la hauteur [AH] du triangle ABC.

. [ . . AM AH'
On peut reprendre le raisonnement précédent dans le triangle ABH, on obtient B = 1l
) , AN AH
De méme dans le triangle AHC, on obtient — = .
AC AH

Comme précédemment, les triangles NH'C et NH' H ont la méme base et la méme hauteur donc Aire(N H'C) = Aire(NH' H)

L . _ . .. AH'xHC AHxH'N
Ainsi Aire(AH'C) = Aire(AHN) Cest-a-dire = .

2
. / / . . AH'" H'N
On prouve ainsi que AH' x HC = AH x H'N et d’apres égalité des produits en croix =
AH HC
. AH' H'M
On prouve de méme que —— = ——.
AH HB
HM HN _ , ,
Nous avons donc = oronsaitque H M+ H N=MN etque HB+ HC=BC
HB HC
HM HN
Comme = ona:
HB HC

H'MxHC=HNxHB

Ajoutons H 'Nx HC 2 chaque membre de Iégalité :

HMxHC+HNxHC=HNxHB+HNxHC
(HM+ H N)x HC=H'N x (HB + HC)

MN x HC= H'N x BC

MN H'N
En utilisant 2 nouveau I¥égalité des produits en croix on arrive a : BC. = e

HM HN AH' AN AM
HB HC AH AC AB

Il suffit de regrouper les quotients égaux :

Une deuxieme version qui utilise les céviennes comme dans les exercices 3.1 3.7 :

A
M N
B C

Dans le triangle ABC, [MC] est une cévienne.
Les triangles ABC et AMC ont la méme hauteur dont on peut noter £ la mesure.

1 1
Ainsi Aire(AMC) = > x AM x h et Aire(ABC) = 2 x AB x h. 156



1
Aire(AMC) 3 < AM>T 4

Aire(ABC) ~ 1 o, AB
2

On en déduit que

De méme dans le triangle ABC, [N B] est une cévienne.

Aire(ANB) AN

On en déduit que —— = —
Aire(ABC) AC

On constate aussi que Aire(AMC) = Aire(AMN) + Aire(M N B) et que Aire(ANB) = Aire(AMN) + Aire(MNC).

Comme les droites (M N) et (BC) sont parallleles, les triangles MN B et MNC ont la méme hauteur et la méme base. Leurs aires sont donc
égales.

. . . AM AN
On en déduit que Aire(AMC) = Aire(ANB) et finalement que — = —.
AB AC
A
M N
B P C

On trace la paralléle 3 (AC) passant par M, elle coupe [BC] en P.

Les triangles AMC et APC ont la méme base et la méme hauteur puisque les droites (AC) et (M P) sont paralleles. Ces deux triangles ont
donc la méme aire.

Aire(AMC) _ AM
Aire(ABC)  AB’

Dans le triangle ABC, [MC] est une cévienne. On a donc

Aire(APC) B PC

Dans le triangle ABC, [PA] est une cévienne. Onadonc ———+ = —.
Aire(ABC) BC

Le quadrilatere MNP C a ses cOtés paralleles deux a deusx, il s’agit donc d’un parallelogramme.
Ainsi MN = PC.

. . ..AM PC MN
On arrive ainsia — = — = ——.
AB BC PC

, AM AN MN
Finalement, — = — = ——.
AB AC BC 157



I — Le théor¢me de Thales — Version générale

» THEOREME 3.1 : Théoréme de Thales

A A
N B
- C
M
C M|
N
B

Si deux droites (MB) et (NC) sont sécantes en A et (MN)//(BC)

alors les mesures des triangles AMN et ABC sont proportionnelles c’est-a-dire
AM AN _MN
AB  AC BC

% DEMONSTRATION :
Il'y a trois possibilités liées 4 I'ordre des points :

Premier cas: M€ [AB] et N€ [AC]
Il s’agit de la situation étudiée en premicre partie, on applique le théoréeme de Thales dans le triangle ABC.

Second cas: M€ [AB) et N€ [AC) mais M ¢ [AB] et N ¢ [AC]
AB AC BC
Il suffit d’appliquer le théoréme de Thales dans le triangle AMN. Comme (BC)//(MN)ona —— = — = —
AM AN MN
Comme ces trois quotients sont égaux, leurs inverses le sont aussi. D’ot1 le résultat.

Troisiéme cas : M € (AB) et N € [AC) mais M ¢ [AB) et N ¢ [AC)
Considérons les symétriques M’ et N’ de M et N dans la symétrie de centre A.

MNN'M' estun quadrilatere dont les diagonales se coupent en leur milieu par construction, il s’agit donc d’un parallélogramme.
Nous avons donc MN = M'N' et (MN)//(M'N').
Or (MN)//(BC). On sait que si deux droites sont paralleles 4 une méme droite alors elles sont paralleles entre elles.
Ainsi (M'N")//(BC).
AM' _AN' _M'N'
~ AC  BC

Comme dorénavant M’ € [AB) et N’ € [AC) on peut appliquer le théoreme de Thales et on a
Et comme M'N' = MN, AM' = AM et AN’ = AN on obtient le résultat attendu.

CQFD
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III' — La réciproque et la contraposée du théoréme de Thalés

IV — Application aux triangles semblables

' DEFINITION 3.1 ;

Triangles semblables

On dit que deux triangles sont semblables si leurs c6tés sont proportionnels.

o, PROPRIETE 3.1 : Agrandissement ou réduction (Admise)

Deux triangles ABC et A'B'C’ sont semblables si et seulement i il existe un nombre positif non nul k tel que A'B’ = kAB, A'C’' = kAC
et B'C' = kBC

k est un coefhicient d’agrandissement/réduction.

Si0 < k <1 alors A'B'C’ est une réduction du triangle ABC.
Si k > 1 alors A'B’'C’ est un agrandissement du triangle ABC.
Si k=1 alors ABC et A'B'C’ sont des triangles égaux.

% DEMONSTRATION :
A rédiger!

CQFD

o PROPRIETE 3.2 : Triangles semblables et angles (Admise)

Deux triangles sont semblables si et seulement si ils ont deux angles égaux.

% DEMONSTRATION :
A rédiger!

CQFD
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I — Le théor¢me de Thales — Version triangle

' THEOREME 3.2 : Théoréme de Thales A

Si dans un triangle ABC une droite paralléle a (BC) coupe [AB] en M et [AC] en N
alors les mesures des triangles ABC et AM N sont proportionnelles, c’est-a-dire :
AM AN MN
AB  AC BC
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I — Le théor¢me de Thales — Version générale

» THEOREME 3.2 : Théoréme de Thalés

A A
N B
- C
M
C M|
N
B

Si deux droites (MB) et (NC) sont sécantes en A et (MN)//(BC)

alors les mesures des triangles AMN et ABC sont proportionnelles c’est-a-dire
AM AN _MN
AB  AC BC

% DEMONSTRATION :
Il'y a trois possibilités liées 4 I'ordre des points :

Premier cas: M€ [AB] et N€ [AC]
Il s’agit de la situation étudiée en premicre partie, on applique le théoréeme de Thales dans le triangle ABC.

Second cas: M€ [AB) et N€ [AC) mais M ¢ [AB] et N ¢ [AC]
AB AC BC
Il suffit d’appliquer le théoréme de Thales dans le triangle AMN. Comme (BC)//(MN)ona —— = — = —
AM AN MN
Comme ces trois quotients sont égaux, leurs inverses le sont aussi. D’ot1 le résultat.

Troisiéme cas : M € (AB) et N € [AC) mais M ¢ [AB) et N ¢ [AC)
Considérons les symétriques M’ et N’ de M et N dans la symétrie de centre A.

MNN'M' estun quadrilatere dont les diagonales se coupent en leur milieu par construction, il s’agit donc d’un parallélogramme.
Nous avons donc MN = M'N' et (MN)//(M'N').
Or (MN)//(BC). On sait que si deux droites sont paralleles 4 une méme droite alors elles sont paralleles entre elles.
Ainsi (M'N")//(BC).
AM' _AN' _M'N'
~ AC  BC

Comme dorénavant M’ € [AB) et N’ € [AC) on peut appliquer le théoreme de Thales et on a
Et comme M'N' = MN, AM' = AM et AN’ = AN on obtient le résultat attendu.

CQFD
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III' — La réciproque et la contraposée du théoréme de Thalés

IV — Application aux triangles semblables

' DEFINITION 3.2 :

Triangles semblables

On dit que deux triangles sont semblables si leurs c6tés sont proportionnels.

o, PROPRIETE 3.3 : Agrandissement ou réduction (Admise)

Deux triangles ABC et A'B'C’ sont semblables si et seulement i il existe un nombre positif non nul k tel que A'B’ = kAB, A'C’' = kAC
et B'C' = kBC

k est un coefhicient d’agrandissement/réduction.

Si0 < k <1 alors A'B'C’ est une réduction du triangle ABC.
Si k > 1 alors A'B’'C’ est un agrandissement du triangle ABC.
Si k=1 alors ABC et A'B'C’ sont des triangles égaux.

% DEMONSTRATION :
A rédiger!

CQFD

e PROPRIETE 3.4 : Triangles semblables et angles (Admise)

Deux triangles sont semblables si et seulement si ils ont deux angles égaux.

% DEMONSTRATION :
A rédiger!

CQFD
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